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Die Gegenstandsbereiche der Mathematik und der Semiotik

1. "Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als
ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und scharfer aufzu-
fassen" (Dedekind 1893, S. vii f.). Es ist eine bemerkenswerte Feststellung,
daf sich die Mathematiker die wohl essentiellste Frage, was denn eine Zahl
tiberhaupt sei, je weniger stellten, desto starker ihre Wissenschaft formalisiert
wurde. Geht man in die Zeit vor der Logifizierung der Mathematik zurtck, so
kann man (wie das oft bei Wiederentdeckungen der Fall ist) erstaunliche und
heute vollig vergessene Einsichten finden. Die folgenden Zitate sind aus He-
genberg (1821) abgelichtet wiedergegeben.

§. I.

9[11’:3, mad fidh .hrrrmbrm- ober ermindecn [, btiﬁf tine
Grdfe, die Vermebrung oder BVerminderung mag Gbrigens in
ber MWicklidpfeit oder nuc in ber Worftellung flatt finben.

§ 3.

Db 8 vollfommen gleichartige Dinge (Dinge von gleidyer
Art) gibt, ift eine Frage, .mit deren Entfdeidbung wir uns
bier nidyt einlaffen wollen. Jndeffen nennt man Dinge gleichs
artig , bei benen man in Begug .auf eine ober mebhreve Eigens
fdaften , bie wic an ibnen betvadyten, bag Gemeinfdaftliche
ober flbereinflimmende vovausfesen Ednnen; Dinge aber, wo
eine foldhe Worausfegung nidt fatt bat,  find ungleidhartig.

So find 3 B. eine Angahl gerader Yinien in fo fern
gleidhartige Dinge, wenn man nuc bie einige Eigenfdaft,
baf fie gevabe EZimien find, an ihnen betvaditet und al$ ges
meinfdyaftli) vorausfegen fann. ' ' '

Der letztere Paragraph enthalt also, allerdings nur implizit, die Forderung,
daf$ in der Mathematik nur mit gleichen Grofden operiert werden kann (vgl.
dazu zuletzt Toth 2015), d.h. wir stehen vor der merkwiirdigen Tatsache, daf3
reine Quantitaten durch die Qualititen der Objekte, von denen sie abstrahiert
sind, restringiert werden.



§. 6.

. Gine Gedfe ift einer anbern gleidh, wena ﬁe bued) Midytd
von ibr untec{dyieden: iff.

Hier handelt es sich um ein Schein-Axiom, denn es gibt keine Paare von
Objekten, die sich in Nichts voneinander unterscheiden, d.h. es gibt keine
Identitat aufderhalb der Selbstidentitit. Dies gilt selbst fiir Zwillinge mit
identischer Erbstruktur, sie sind dennoch einander nur gleich, aber nicht
identisch, da es sich ja sichtbarerweise um zwei Subjekte und nicht nur um
eines handelt (vgl. dazu Menne 1992, S. 65 ff.). Streng genommen folgt
hieraus, dafd einander Grofden nicht gleich sein konnen und dafd der Grofden-
begriff zur Definition des Zahlbegriffes unbrauchbar ist.

2. Hegenberg bemerkt die letztere logische Folgerung allerdings nicht und
definiert also den Zahlbegriff auf der Basis des Grofdenbegriffes, auch wenn
dieser interessanterweise nicht in der Definition der Zahl genannt wird.

§ I.

@tﬂ&ru ng, Eine Babl ift eine Menge ober ein Viels
fadyes. von Dingen gleidher Art (gleichartige Dinge).” Das Gleiche

artige, Ddeffen Menge dburd) die Jahl audgedriidt wird, heift

bie Ginbeit, baber ift eine Babl aud; eine btftlmmu Menge

von Einbeiten.

Dafiir spricht Hegenberg in abgeschwiachter Weise von "gleichartigen” Dingen,
d.h. solchen, die sich durchaus durch mehr als als durch "Nichts" voneinander
unterscheiden konnen. Das ist jedoch etwas ganz anderes. Zur Illustration
betrachte man die folgende Gleichung

1 Apfel + 1 Apfel =?

Nach Hegenbergs erster Definition, d.h. der Forderung, dafd sich zwei Objekte
in Nichts unterscheiden, ist diese Gleichung unldsbar, denn es kann sich
danach ja nur um einen einzigen Apfel handeln, da sich ein Objekt nur von sich
selbst in Nichts unterscheiden kann. Allerdings impliziert auch Hegenbergs
zweite Definition, d.h. die Forderung gleichartiger Objekte, ein Problem, denn
in diesem Fall hangt die Losbarkeit der Gleichung von der Sortigkeit der Apfel-
Objekte ab. Liegt der folgende erste Fall vor,



d.h. Gleichsortigkeit, dann ist die Gleichung losbar, und die Summe lautet: 2
Apfel. Liegt hingegen der folgende zweite Fall vor,

dann ist die Gleichung wiederum unlésbar.

Wesentlich an Hegenbergs beiden miteinander inkompatiblen Zahl-Definitio-
nen kann somit nur die Bestimmung der Zahl als einer Menge von Objekten
sein. Wir driicken die Forderung der Gleichsortigkeit durch hochgestellte
Inzides aus.

Za = {Qiy, ..., Q).

Demnach sind zwei Zahlen verschieden nicht nur dann, wenn die Anzahlen
ihrer Objekte, die wir durch tiefgestellte Indizes ausgedriickt haben, verschie-
den sind,

Zal # Za2 gdw. {Qy, .., Qih} # {Qly, ..., A} mitn #m



sondern zusatzlich dann, wenn ihre Sortigkeiten verschieden sind
Zal # Za2 gdw. {Qy, .., Qin} # {Qy, ..., W} mitn # m.

Die Gleichsortigkeitsbedigung, die besser bekannt ist unter dem Verbot "Apfel
und Birnen zu addieren”, fithrt also paradoxerweise wiederum dazu, daf$ sich
zwei Zahlen, die ja ausdricklich als "reine Quantititen" eingefiihrt wurden,
nicht nur durch die Quantititen, sondern auch durch die Qualitaten der
Objekte unterscheiden, die in ihren Mengen enthalten sind. Man beachte tibri-
gens, dafd ein einziges Objekt als Element der Mengen der Zahlen geniigt, um
die Ungleichheit der Zahlen zu bewirken, wenn sich also z.B. in einer von zwei
Kisten mit gleicher Anzahl von Gala-Apfeln ein einziger Jonathan-Apfel
befindet.

3. Mit Objekten und Mengen von Objekten hat es aber nicht nur die Mathe-
matik, sondern vor allem die Semiotik zu tun. Bense ging bekanntlich sogar so
weit, daf$ er das Zeichen, das auf ein Objekt abgebildet wird, als "Metaobjekt"
definierte (Bense 1967, S. 9). Wie in Toth (2014) gezeigt, kann man diese
Abbildung als Metaobjektivation eines Objektes durch

w Q-Ze

ausdriicken. WENN ALSO DER GEGENSTANDSBEREICH DER MATHEMATIK MENGEN VON
OBJEKTEN SIND, SO IST DER GEGENSTANDSBEREICH DER SEMIOTIK DAS OBJEKT SELBST. Da
der Begriff der Menge von Objekten eine Abstraktion des Begriffes des Ob-
jektes ist, mufd die Semiotik der Mathematik vorangehen, denn erst dann,
wenn ein Objekt da ist, kann man Mengen von Objekten bilden. Ein Problem
bildet aber wieder bzw. immer noch die qualitative Relevanz der angeblich
reinen Quantititen der Objekte der Zahlen, wahrend sie fiir die Zeichen tiber-
haupt kein Problem darstellt, da das Zeichen als eine triadische Relation
eingefiihrt wird, in der Quantitat und Qualitit vereinigt sind, und zwar bereits
durch die dreifache Unterteilung des semiotischen Mittelbezugs in qualitati-
ves Qualizeichen, in quantitatives Sinzeichen und in essentielles Legizeichen.
Das bedeutet also, daf3 diese drei Bestimmungsstiicke von Objekten in der
Metaobjektivation und damit im Zeichen, wenigstens als Invarianten, erhalten



bleiben, wahrend dies bei den Zahlen, wenigstens vorgeblicher Weise, nicht
der Fall ist. Wenn wir nun Gleichungen der Form

1+2=3

betrachten, so haben wir es hier nicht mit Zahlen im Sinne von Mengen von
Objekten zu tun, sondern mit Ziffern, welche diese Zahlen bezeichnen, d.h. die
Zahlen sind die Objekte, welche durch die Ziffern als Zeichen bezeichnet
werden. Wenn jedoch Ziffern als Zahlzeichen fungieren, so miissen auch sie
die Forderung des Zeichens als einer triadischen Relation tiber einem Mittel-,
Objekt- und Interpretantenbezug erfiillen. In Sonderheit gibt es keine Zeichen,
die reine Mittelbezilige sind. Daraus folgt, dafd Ziffern wie alle Zeichen
Bezeichnungs- und Bedeutungsfunktion bzw. Sinn und Bedeutung haben
miussen. Damit sind sie aber wiederum nicht nur quantitativ, sondern qualita-
tiv relevant. Es ist somit nicht nur so, dafs durch die Forderung von Gleich-
sortigkeit von Objekten reine Quantititen gar keine sind, sondern dafd in
Sonderheit durch die Operationen mit Ziffern, welche die Zahlen bezeichnen,
in der Mathematik vollstandige Qualitdten vorliegen. Schreibt man nun die
qualitative Gleichung

1 Apfel + 1 Apfel =7
in der angeblich quantitativen Form
1+1=7,

so lafdt sich aus den genannten zwei Griinden auf keine Weise beweisen, daf
die Summe "2" ist, denn es handelt sich bei der Ziffer "1" um ein Zeichen,
welches der Zeichendefinition

Ze=R(M, 0,])
gentgt, und die uibliche "Losung"
1+1=2

setzt eine falsche Zeichendefinition Ze = M voraus. In Sonderheit ist also diese
Gleichung gar nicht l6sbar, weil weder eine Bezeichnungsfunktion



f: (M-0),
noch eine Bedeutungsfunktion

g (0-D

angebbar ist, solange nicht klar ist, welche die Referenzobjekte der beiden
Ziffern-Zeichen "1" im Ausdruck "1 + 1" ist. Da wir bereits weiter oben nach-
gewiesen hatten, dafd auch fiir Zahlen als durch die Ziffern bezeichnete
Objekte Gleichungen nur dann lésbar sind, wenn man Hegenbergs zweiter
Definition folgt, die also statt Identitat Gleichsortigkeit der Objekte verlangt,
so mufdte zur Losung von Gleichungen immer noch angegeben werden, von
welchen Objekten denn gleiche Sorten operiert werden sollen, d.h. ob es sich
z.B. um Apfel, Steine oder Hauser handelt. Man sieht also sehr leicht ein, daf}
die Definition der Zahl auf dem Begriff der Grofde, welcher wiederum auf
demjenigen des notwendig qualitativen Objektes beruht, ins Nirgendwo fiihrt
und aufder Verwirrung blof$ logische Falschheit und semiotischen Unsinn pro-
duziert.
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